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ISTRODUCTION 
LE ROLE des feuilles compactes pour un feuilletage st comparable d celui des points fixes 
pour un diffeomorphisme. De nombreuses questions de stabilite, souvent deja rtsolues dans 
le cas des points fixes, sont encore sans reponses pour les feuilles compactes. 
Une libration P: M+B, de libre F et de base B compactes, delinit sur M un feuilletage 9
dont les feuilles sont les fibres, et done sont toutes compactes et diffeomorphes a F. On 
s’interesse a la question suivante: “tout feuilletage Q, proche de 9, possede-t-i1 une feuille 
compacte proche d’une fibre?“; si cela est le cas, on dit que lafibre est stable. 
Pour les diffeomorphismes d’une vat-i& compacte V, la question correspondante st de 
savoir si tout diffeomorphisme proche de l’identite possede un point fixe: dans ce cas, la 
rtponse est donnie par la caracteristique d’Euler x(v). 
Dans le cas des fibrations dont la fibre est le cercle, Fuller a donne une reponse 
analogue : soit Y un feuilletage proche de la fibration; a toute feuille compacte de 3 proche 
dune fibre est associe un indice, et la somme de tous les indices est igale a la caracteristique 
d’Euler x(B) de la base. 11 suffit done que la caracteristique d’Euler de la base soit non nulle 
pour que la fibre soit stable (voir [S]). 
Le resultat de Fuller se generalise a toute fibration dont la fibre F a son premier groupe 
d’homologie H,(F, R) Cgal a R (voir Cl]). 
Les fibrations dont la fibre est le tore T” sont, en un sens, celles qui peuvent le moins se 
d&former, et sont done a priori les plus stables des fibrations dont la fibre F a son premier 
groupe d’homologie H,(F, R) tgal a IT!” (voir le paragraphe 19). Ce sont ces fibrations en 
tores T” dont s’occupe cet article. 
PROBLBME. Soit P : M 4 unejibration dejbre le tore T”, et de base une surface compacte 
S. Si la caractkistique d’Euler x(S) est non nulle, est-ce que la jbre est stable? 
Cette question a ett posee par Rosenberg [7], et il supposait une rtponse positive. 
Dans [2], on montrait que tout feuilletage C’-proche de la fibration triviale S* x T”+S* 
posside une feuille compacte proche d’une fibre (la fibre est Cl-stable); la preuve consistait a 
montrer que n-diffeomorphismes de la sphere S*, commutants et Cl-proches de l’identite, 
possedent un point fixe commun. 
On regarde a present les fibrations en tore T” dont la base est une surface S de 
caractiristique d’Euler x(S) non nulle. On presente deux resultats qui donnent des reponses 
partielles, l’une positive, l’autre negative, a la question de Rosenberg. 
TH~OR~ME A. Soit S une surface compacte de caracthistique d’Euler x(S) non nulle. Pour 
tout n E N, il existe un ooisinage ,u. de l’identitt duns DiflI(S) (pour la topologie Cl) tel que, si 
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fi, . . . , f. E pn sent n d@omorphismes de S commutant deux d deux, alors ils possedent un point 
fixe commun. 
Ceci gkdralise un r&hat de Lima sur les champs de vecteurs cornmutants des surfaces 
(voir [6]). 
TH~OR~ME A’. Soit 9 le feuilletage dt$ni par la fibration triviale S x T”*S. Alors lout 
feuilletage C’-proche de 9 possPde une feuille compacte proche d'une jibre: la jibre est C’- 
stable. 
TH~ORZME B. Soit S une surface orientPe de genre g> 1 (le tore ci g trous). I1 existe une 
fibration de base S, de fibre le tore T2, et une famille {9,jrsR de feuilletages dependant 
diJ&entiablement de t, telle que 9, soit d@ni par la fibration et que pour rour t # 0. .3, n’ait 
aucune feuille compacte : la fibre est P-instable. 
En comparant ces deux rksultats, on verra qu’ils rkduisent fortement les chances de 
pouvoir associer un indice, type indice de Fuller, aux feuilles compactes des feuilletages 
proches d’une fibration en tores. 
Le thCortme B a ItC obtenu lors d’un sbjour g la P.U.C. de Rio de Janeiro (Br&il), od je 
travaillais avec S. Druck, S. Firmo et P. Schweitzer. Je tiens $ remercier tgalement E. Ghys 
pour ses pr&cieuses informations. 
$1. DIFFEOMORPHISMES COMMUTANTS DES SURFACES 
Dans toute cette partie on notera S une surface compacte de caractkristique d’Euler non 
nulle. 
Nous allons voir que n diff&omorphismes de S suflisamment Cl-proches de I’identid 
possedent un point Iixe commun. La preuve reprend l’idCe principale de [2] (dont elle utilise 
explicitement la partie locale). Si f et g sont deux diffbomorphismes qui commutent et si x est 
un point lixe de g, alors toute l’orbite de x pourfest formie de points fixes de g. On construit 
alors des courbes fermkes gCodbiques par morceaux s’appuyant sur cette orbite. 
Sur la sphkre S2, on utilisait le fait que toute cou+e ferrnke borde un disque. Sur S, le fait 
topologique est qu’il existe rnE N tel que, si yl, . . . , ym sont m courbes fermkes simples 
disjointes, alors il existe i#j tels que yi et Yj soient dans la m&me classe d’homotopie. 
1. Notations 
La surface S sera considCrbe comme plongCe dans (!R4, II II). Un vecteur tangent i S sera 
assimilt g un vecteur de lR4. Si v1 et v2 sont deux vecteurs non nuls, nous noterons Ang (L.~, u2) 
l’angle entre ces deux vecteurs: c’est un C16ment de [O, n]. 
Si a et b sont deux points de S contenus dans un mgme disque d’injectiviti de 
l’exponentielle, nous noterons [a, b] le plus petit arc gbodlsique orient& joignant a A b, et nous 
noterons d(a, b) la longueur de cet arc; il existe une constante C > 0 telle que d(a, b) G C :a - b II. 
On note B(a, r), r E [0, + co], la boule fermCe de centre a et de rayon r pour la distance d. Nous 
parlerons d’un vecteur positifv tangent $ [a, b] pour dire que l’orientation de v est compatible 
avec celle du segment [a, b]. 
Si cp est une application de classe C’ de S dans lR4, on note: 
lldll =suPb4x)ll + SUP Il&co(4ll). 
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Soitfun diffeomorphisme de S, de classe C’. Alorsf- id est une application de classe C’ 
de S dans R4. On dit que f est C’-proche de Pidentite si 11 f- id (1 1 est petit. 
Pour tout point x ES, on note Orb,(x) son orbite parf: On dit que x est o-r&u-rent s’il est 
une valeur d’adherence de la suite (f’(~)),~~. On note Fix f l’ensemble des points fixes def: 
11 est bien connu qu’il existe me N tel que, pour tout m-uple (yl, . . . , y2) de courbes ferrnees 
simples disjointes, il existe deux indices i#j tels que yi et yj soient homotopes. 
Fixons n = 2m. Pour tout n-uple de courbes simples, ferrntes, disjointes, (yi, . . . , y.), il 
existe trois indices distincts, i, j, k, tels que yi, yi, yr soient homotopes: alors, ou bien ces trois 
courbes bordent chacune un disque pIon& dans S, ou bien l’une de ces trois courbes est 
contenue dans une couronne bordee par les deux autres. 
2. Choir du voisinage de l’identite 
Rappelons tout d’abord une prop&i locale des diffeomorphismes Cl-proches de 
l’identid (lemme 2.1 de [2]). 
LEMME 2.1. Soit E > 0 et soit k E N*; soit f un dlflomorphisme de S tel que II f - id 11, -c&/k; 
alors, pour tour x E S, pour tout y E S tel que d(x, y) 4 kd(x, f(x)) on a: 
Il(f-i40--(f-i4M ~~*Wf(~)--XIl. 
COROLLAIRE 2.2. En particulier, si E ~10, l/C[ et sif(x) # x, alorsfest sons point fixe sur la 
boule B(x, k d(x,f(x)). 
Dtmonstrution du lemme et du corollaire. Il(f-id)(y)-(f-i6)(x)ll< II f-idll,d(x, y)< 
e/k kd(x, f(x)) < E * Cl1 f(x) - XII. Si y E B(x, k d(x, f(x))) et si f(y) = y, alors d’aprb le lemme 
on a: 
IIf(4-XII ~~‘ww-4l. 
Si E - C ~10, l[, ceci implique x E Fix(f), ce qui est contraire a l’hypothise du corollaire. 
On deduit facilement du lemme 2.1 l’existence dun reel s1 >O tel que, si f est un 
diffeomorphisme de S et si II f- id II 1 -ccl, alors f vCrifie les quatre prop&es suivantes: 
Pour tout x E S, pour tout y E S tel que d(x, y) < 2n * C d(x, f(x)), on a: 
IlU--i40-(f-i4(xNl G+j IIfW-XII 
(on rappelle que n et C ont it& fixkes au paragraphe 1). 
Si de plusf(x) # x, alors pour tout y E B(x, 2n C d(x,f(x))) on aj(y) # y. De plus, pour tout 
couple (u, o) de vecteurs positifs tangents aux segments [x,f(x)] et [y, f(y)] on a: 
An& u) <i. 
PourtoutiE{-n,... , n}, pour tout x~S,f’(x) appartient a la boule B(x, 2n Cd(x,f(x))) 
et I’on a: 
llCfCx>-x)-iCf(x)-x)ll +j IIfW-XII. 
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Si i#O et si x 4 Fix(f) alorsfi(x)# Fix(f). De plus, pour tout couple de vecteurs (u, u) 
positifs tangents aux segments [x,f(x)] et [x,f’(x)] on a: 
Ang(iu, 0)~;. 
On choisit s2 > 0, de facon que tout composCf=f, =ft 3 . . . of,, de n + 1 diffeomorphis- 
mes de S tels que II~-idll,<~~, verifie IIf-idIl,<~~. 
Remarques. La constante C majore le rapport entre la distance sur S et la distance dans 
Iw4. Cependant, comme tous les diffeomorphismes sont pris proches de l’identite, les distances 
considtrees ont tres petites; or, pour des distances tres petites, le rapport entre la distance sur 
la surface ou dans l’espace ambiant est proche de 1: on pourrait remplacer C par une 
constante aussi proche de 1 que l’on veut. 
De m&me, pour un arc geodtsique [a, b] petit, l’angle, entre un vecteur positif tangent a 
[a, b] et le vecteur b-u, est tres petit. Ces considerations eraient importantes si l’on 
voulatit determiner le meilleur voisinage (c’est-a-dire s1 le plus grand possible). 
3. Courbe port&e par une orbite 
Soit f un diffeomorphisme de S tel que Ilf-idllr <sl. Notons X le champ de vecteurs 
defini sur S par: pour tout x, X, est le vecteur positif tangent au segment [x,f(x)] et de norme 
II f(x) - x 11. Les singular& du champ X sont les points fixes de fi 
Nous dirons qu’une courbe y, differentiable par morceaux, est a-presque tangente & X, 
a E]O, ~r[, si en tout point x E y I’angle entre le vecteur X, et le vecteur positif tangent en x a y 
(ou les vecteurs, si x est un point singulier de y) est infkieur strictement a ~1. 
Nous dirons qu’une telle courbe y est port&e par l’orbite Orb,(x) dun point x, si chacun 
des segments differentiables qui constituent y est contenu dans un segment du type 
[f’(x), f’(x)], i, jc IV, tel que d(f’(x), fj(x)) < 3/2 d(f’(x), fi’ l(x)). 
LEMME 3. Pour tout point XES, o-rkurrent pour ft il existe une courbe fermie 
simple, gtodt%ique par morceaux, portke par Porbite de x et n/10-presque tangente au chump 
de vecteurs X. 
D6monstrution. Remarquons d’abord que, si l’on trouve une courbe yl, non simple, mais 
possedant outes les autres proprittQ annoncees, il est facile den extraire une courbe ferrnee 
simple y vkifiant toutes les proprietes. 
Rappelons que tous les segments [f’(x),f’+ ‘( x )] sont n/10-presque tangents a X. Comme 
x est o-recurrent, il existe i tel Sue!‘(x) soit aussi proche que l’on veut de f - r(x). Soit y1 la 
courbe construite n mettant bouts a bouts les segments [fj(x),fj+ l(x)], jo (0,. . . , i- 1) et le 
segment V’(x), xl ( voir Fig. 1). Elle vtrifie toutes les proprietk requises, sauf qu’elle ne peut 
pas Ctre simple. On conclut par la remarque ci-dessus. 
4. Deux diinpeomorphismes commutants 
Soient f et g deux diffeomorphismes de S, cornmutants et tels que Ilf- id\li < Et et 
119 - idll 1 < e2. On va montrer, par l’absurde, quefet g ont un point tixe commun: supposons 
quefet g soient sans points fixes communs. 
Pour tout in { 1, . . . , n} on note gi=fi og. Par le choix de s2, pour tout i, llgi-idil 1 <E,. 
Pour tout i, on note Yi le champ de vecteurs dlfmi sur S par: Yi(x) est le vecteur positif tangent 
en x a [x, gi(x)] et de norme Ilg,(x)-XII. On note X le champ de vecteurs d&i de la mZme 
facon a partir def: 
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Fig. 1 
Commefcommute avec tous les gi, si x est un point fixe de gi, l’adhtrence Orb(x,) de son 
orbite par f est incluse dans Fix(g,). Rappelons enfin que l’adhkence de toute orbite par f 
contient un point o&current pour& 
LEMME 4.1. Avec les notations et hypotheses ci-dessus, pour i#j, gi et gj sont suns point 
fixe commun. De plus, soit xcFix(gi) et soit y une courbe porree par rot-bite de x pour f, et 
n/10-presque tangente au champ X. Alors, pour tout j#i, 7 est 2n/Spresque tangente au 
chump ( j - i) Yj 
Dkmonstration. Par dklinition, gj=f’-i 0 gi, et j- iE { - n, . . . , n}. Done, pour tout 
YE Fix(gA gjcV)=fj-iot>* 
11 est clair que tout point lixe commun A gi et B f serait aussi point fixe de g. Done, par 
hypothtse, y n’est pas un point fixe deJ or IIf- idI1 1 <Q <E,, done, par dlfinition de Ed, y 
n’est pas un point fixe defy-‘, ni done de g? On vient de montrer que gi et gj sont sans point 
fixe commun. 
Soient y, z E Fix(g,) tels que d(y, z) < 3/2 d(y,f(y)), et que le segment [y, z] soit Ir/lO-presque 
tangent A X. 
On a: gj~) =f’-‘(y) done, par dtfinition de .Q, 
Il(gj(Y)-Y)-(j-i)(f(Y)-Y)ll Gy IIf(Yll. 
On en dkduit: 
dCv, si(y))~$ li-il IIf(Yll 2;‘; d(YJ(Y)). 
La boule B(y, 2nC d(y, gj( y))) contient done la boule B(y, 9n/5 d(y, f(y)), et done B(y, 4d(y, 
f(y))) car 9n/5 est plus grand que 4, et en particulier contient le segment b, z]. 
Voyons B prksent que le segment [y, z] est 2@presque tangent (j-i) q: en effet, pour 
tout point p E [y, z], notons up vecteur positif tangent en p g b, z]; on a: 
Ang(v,,(j-i)Yj)~Ang(ri(p), ri(y))+Ang((j-i)Yi(y),X(y)) 
+ Aw (X(y), -VP) I+ AngW(ph 4~) 1 
On en dCduit facilement que toute courbe port& par l’orbite de x pourf; et n/10-presque 
tangente A X, est 2n/5-presque tangente A (j-i) Yj. 
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Notons r = inf{d(x,f(x)), x E Fix(g,), i = 1, . . . , n}. Commefet les gi sont sans point lixe 
commun, r est strictement positif. 
LEMME 4.2. Soient i, Jo { 1, . . . , n> deux indices distincts, et soient yi et yj deux courbes 
port&es par les orbites pour f dun point fixe de gi et gj, respectivement. Alors ‘/i et yj sont 
disjointes et la distance qui les &pare est supdrieure h r. 
Demonstration. Soit x E Fix(g,); nous avons vu dans la demonstration du lemme 4.1 que 
x n’est pas un point fixe de gj, j#i, et que la boule B(x, ZnCd(x, gjx))) contient la boule 
B(x, 4d(x,f(x))). En particulier gj est sans point fixe sur B(x, M(x,f(x))). 
De mtme, si y E Fix(gj), gi est sans point fixe sur B(y, 4d(y,f(y))). 
Dono d(x, Y) > 4 supMxJ(x)) ,4x g(y) 1). 
On en deduit l’inegalite (*) suivante 
(*) 0, Y) >+ d(xJ(x)) + 3 dCvJIy) ) + r. 
Soient yi et yi deux courbes vk-ifiant les hypotheses du lemme; alors yi est composke de 
segments contenus dans des segments de la forme [f’(p), f’(p)], p~Fix(g~), d(f’(p), 
fk(p))<3/2(f’(p), f”‘(p)). Rappelons que f’(p) est un point !ixe de gi, puisque f et gi 
commutent. 
Done tout segment composant yi est contenu dans un segment du type [x, x’], 
X, X’E Fix@,) et d(x, x’) < 3/2 d(x, f(x)). 
De mCme, tout segment composant yj est contenu dans un segment du type Ly, y’], 
Y, Y’ E Fix(gj) et dcV, Y’) < 3/2 dcV, 0) ). 
D’aprts (*) les segments [x, x’] et b, y’] ne peuvent pas se croiser et la distance qui les 
s&pare st suphieure $ r. 
Ceci con&t la demonstration du lemme. 
COROLLAIRE 4.3. Soient yi et yj deux courbesfirmees simples, rr/lO-presque tangentes au 
champ X, et portees respectivement par les orbites pour f dun point jixe de gi ou de gj 
Supposons de plus qu’elles soient darts une m&me classe d’homotopie non nulle. Allors: 
(i) il existe une couronne C (homeomorphe a [O, l] x S’) bordee par yi et yj; 
(ii) de plus, pour tout k 4 {i, j}, gk est sans pointfixe sur le bord de C et Pindice du compact des 
pointsfixes de gk contenus dans C est zero (cet indice est &gal a Pindice des singularitb du champ 
Yk contenues dans C). 
Demonstration. Les courbes yi et yj sont disjointes (lemme 4.2), ce qui assure I’existence de 
la couronne C. 11 sufit alors de remarquer que Yk est 25c/5-presque tangent au bord de C 
(lemme 4.1); l’indice des ziros de Yk contenus dans C est done nul (voir Fig. 2). 
Fig. 2 
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COROLLAIRE 4.4. Soit I un sous-ensemble de { 1, . . . , n>. Soit D un ouvert de S horde par un 
nombrefini de courbes fermees simples, Ir/lO-presque tangentes a X, et portees par Porbite pourf 
dun pointjixe dun gi, iEl. 
Soit k 4 I. Supposons que D contienne un point Jxe de gL. Alors il existe une courbe simple 
fermie y,., z/10-presque tangente a X, portee par l’orbite pourf d’un pointfixe de gk, telle que ‘Jo 
soit contenue dans rinterieur de D et reste a une distance superieure a r du bord de D. 
Demonstration. Soit x un point lixe de gt contenu dans D. Alors toute l’orbite Orb,-(X) est 
contenue dans D et reste a une distance superieure a r du bord de D: en effet chaque segment 
[f’(p), f ‘+ l(p)], 1 E N, reste a une distance supkrieure a r du bord de D (lemme 4.1). 
Dans l’adhlrence de Orb,(x), il existe un point x0 w-recurrent pour 1: Comme f et gk 
commutent, x0 est un point fixe de ge; de mtme que ci-dessus, I’orbite de x0 pourf est incluse 
dans D; le lemme 3 assure l’existence de la courbe yk, et le lemme 4.1 dit qu’elle est i une 
distance supkieure a r du bord de D. 
LEMME 4.5. Sif et g sont sans pointfixe commun alors aucune courbe fermte simple yi, ~/lo- 
presque tangente au champ X et portee par Porbite pourf dun pointftxe de gi, nest homotope a 
zero. 
Demonstration. I1 sullit de reproduire la preuve, faite dans [2], du theoreme A dans le cas 
oti S est la sphere S’. Elle se fait par l’absurde: Si, par exemple, yi est homotope a zero, elle 
borde un disque D,. Le champ Y, est 2x/5-presque tangent au bord de Do, done l’indice de ses 
zeros contenus dans l’interieur de D, est Cgal a 1. On en deduit facilement une courbe fermie 
simple yZ contenue dans Do port&e par l’orbite pour f d’un point fixe de g2, et rr/lO-presque 
tangente a X et done 2n/S-presque tangente a Y,. Elle borde done un disque D, c D, qui 
contient un point fixe de gr. De plus la distance ntre le bord de D, et de D, est supkieure a r. 
En it&rant le pro&de, on construit une suite infinie de disques D, ic N, bordts par une courbe 
yi n/10-presque tangente a X portie par I’orbite pour f dun point fixe altemativement de g1 
ou de 92. De @US Di+l est inclus dans l’inttrieur de Di et la distance entre leurs bords est 
supkieure a r. L’existence dune telle suite infinite de disques est impossible, et cette 
contradiction achtve la preuve du lemme. 
On peut a present montrer le thioreme A pour deux diffeomorphismes. 
TH~OR~ME A. Soient f et g deux diffeomorphismes de S, qui commutent, et tels que 
II f - id 11  et II g-id 11  soient inferieurs a s2. Alors f et g ont un point jxe comun. 
Demonstration (par l’absurde). On suppose f et g sans point fixe commun. On utilise dans 
la preuve les mimes notations que prectdemment. 
Comme la caractiristique d’Euler x(S) est non nulle, pour tout i, gi possede au moins un 
point fixe xy que l’on peut supposer w-recurrent pour f (quitte a remplacer x7 par un point de 
point de l’adherene de son orbite pourf). Par le lemme 3, on construit pour tout i une courbe 
fern& simple y”, n/10-presque tangente au champ X, et pot-tie par l’orbite Orb,(xP). D’apres 
le lemme 4.2, ces courbes sont disjointes deux a deux et separees par une distance supkieure 
d r. 
On a done n courbes fermtes simples disjointes, yp, i E (1, . . . , n}. Par definition de n, il 
existe trois indices distincts i, j, k tels que y;, yy, yt soient dans la meme classe d’homotopie. 
Enfin, aucune des courbes yo n’est homotope a zero (lemme 4.5), done si deux de ces courbes 
sont homotopes, elles bordent une couronne. 
Notons V” l’ensemble des couronnes (homeomorphes a S’ x [0, 11) bordees par deux des 
courbes yg. Comme S n’est ni le tore T2 ni la bouteille de Klein K, si deux couronnes C,, 
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C, EW’ ne sont pas disjointes alors C, u C, est une couronne, et C,uC2 EV’. De plus 
l’ensemble V” est lini: en effet deux courbes fix&es bordent au plus une couronne. On en deduit 
facilement que l’union Co des elements de V” est form&e dun nombre lini de couronnes 
disjointes bordees par des courbes du type yo. 
Notons1’c{l,. . . , PI} l’ensemble des i E { 1, . . . , n} tels que yo soit inclus dans l’interieur 
de Co. L’ensemble I0 n’est pas vide: en effet nous avons vu qu’il existe i,J k distincts tels que yp, 
y$‘, yg soient homotopes: alors l’une de ces courbes est contenue dans la couronne bordte par 
les deux autres; elle sera done incluse dans l’interieur de Co (voir Fig. 3). 
Fig. 3 
D’apres le corollaire 4.3, pour tout iEl” l’indice du compact des points fixes de gi 
contenus dans Co est nul. Or la somme des indices de tous les points fixes de gi est tgal a 
x(S) # 0, done gi possede au moins un point fixe x! dans le complementaire Do = S - Co de 
Co. On en diduit, d’apres le corollaire 4.4, que, pour tout ic Jo, Do contient une courbe 
fermie simple y!, n/10-presque tangente a X et portee par l’orbite pourf dun point fixe 
de g+ 
Pour tout i # I,, on notera yj = $. On dispose ainsi dune nouvelle famille de n courbes 
y!, analogue a la premiere, et telle que le bord de Co soit contenu dans l’union des y,! et que 
l’indrieur de Co ne contienne aucune de ces courbes. Rappelons que, pour tout i #j, y/ et yj 
sont disjointes et a une distance supizrieure a r l’une de l’autre. 
De mCme que prtcidemment, les yf itant n courbes simples disjointes, trois d’entre elles 
sont necessairement dans la m&me classe d’homotopie, et done l’une de ces trois courbes est 
contenue dans une couronne bordte par les deux autres; cette couronne n’est pas incluse 
dans Co (voir Fig. 4). 
Fig. 4 
Notons C’ l’union des couronnes bordees par les y!. On vient de montrer que Co c C’ 
et que C’ est different de Co (puisque l’une des couronnes n’est pas incluse dans Co). 11 
existe done une courbe y! dans le bord de Cl, non contenue dans le bord de Co; alors la 
distance entre y! et Co est superieure a r: on en deduit que C’ -Co contient une boule de 
rayon r/2. 
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Iterons le pro&d& on note I’ l’ensemble des i tels que ;I,! soit inclus dans I’indrieur de 
C’. L’ensemble I’ est non vide, et pour tout irk Ii I’indice des points fixes de gi contenus dans 
C’ est nul. On note alors yf une courbe fermee simple, n/IO-presque tangente a X, portee 
par l’orbite pour f dun point fixe de gi, et contenue dans le complementaire D’ = S - C’ 
de C’. 
En it&rant ce pro&de on construit une suite infinie d’ensembles Ci, ie N, tels que Ci soit 
inclus dans Ci+ i et que Ci+ r -Cc contienne une boule de rayon r/2. Ceci est impossible et 
cette contradiction acheve la preuve du theortme A pour deux diffeomorphismes. 
5. k difl6omorphismes commutants 
TH~OR~ME A. Pour tout k E N, il existe Em > 0 tei que ran ait la proprittd suivante: soient 
fi, .* . , fk k d.@omorphismes cornmutants de s, tels que IIJ.-idll 1 <Ek, alors f,, . . . , fk 
possPdent un point jixe commun. 
Idie de la damonstration. La demonstration se fait par recurrence sur k et par l’absurde. 
Nous venons de montrer le thtorime pour k=2. Nous allons voir comment en deduire le 
cas k=3 (le passage de k 4 k+ 1 est tout a fait analogue). 
Soient J; g, h, trois diffeomorphismes commutants de S, tels que 11 f-id11 1 <c3, 
llg-idlII<~31 llh-411<~3; nous verrons au tours de la demonstration comment il 
faut choisir .s3 ~10, EJ. On suppose quef, g et h n’ont pas de point fixe commun. Pour tout 
iE{l,. . . , n], on note gi=f i 0 g; s3 ttant pris assez petit, pour tout i, llgi - idll 1 < c2. 
On note X, Yi et 2 les champs de vecteurs sur S qui, en tout point x, dirigent les 
segments [x,f WI, Cx, gA.9, Cx, WI1 et sont de norme Ilf W--XII, llgi(X)-XII, IIW-XII. 
D’apres le theortme A pour 2 diffeomorphismes, pour tout i, gi et h ont un point fixe 
commun, xi, que l’on peut choisir o-recurrent pourj: Pour tout i, on construit une courbe 
fermte simple yp portee par l’orbite de Xi pour& s3 aura tti pris assez petit pour que l’on 
puisse choisir les courbes y)o n/40-presque tangentes au champ X. Pour j # i, la courbe 7” la 
courbe sera alors n/10-presque tangente au champ (j-i)Yj. 
On montre facilement que les courbes yp sont disjointes deux a deux et que la distance 
qui les sipare est supkieure a r > 0 dtfini par: 
r=inf{d(x,f (x)), XE Fix(h) n Fix(g,), i= 1,. . . , n) 
De plus, aucune des courbes 7: n’est homotope $ zero (voir lemme 5.1 de [2]). 
11 existe done des couronnes bordees par les yp, i= 1, . . . , n. Notons Co l’union des 
couronnes bordees par les $’ et notons Do = S - Co. Soit 1 E { 1, . . . , n} tel que $ soit incluse 
dans l’intirieur de Co. 
LEMME 5. Avec les notations ci-dessus, g, et h ont un point jixe commun dans Do. 
Voyons d’abord comment utiliser ce lemme pour conclure la preuve du thtortme; la 
demonstration du lemme se trouve a la suite. 
Soit I0 l’ensemble des 1 E { 1, . . . , n} tel que yp soit inclus dans Do; 1’ est non vide. 
D’aprts le lemme 5, pour tout IE I0 on peut construire une courbe simple fermee y: 
contenue dans Do, portee par l’orbite pour f dun point fixe commun a g, et a h, et n,‘40- 
presque tangente au champ X. 
Pour i $ IO, on note p,! = yp. On dispose ainsi dune nouvelle famille de n courbes fermies 
simples disjointes. On note C’ I’union des couronnes bordees par les courbes y,k alors Co est 
inclus dans C’ et C’ -Co contient une boule de rayon r/2. 
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En it&ant le pro&de on construit une suite infinie C’, i E N telle que C'+ ’ contienne C’ et 
que C’+’ -C’ contienne une boule de rayon r/2. Ceci est impossible, et cette contradiction 
prouve le theoreme A pour trois diffeomorphismes. 
Demonstration du lemme 5. Ce lemme est une version “a bord” du thloreme A pour deux 
diffeomorphismes. Voyons simplement comment en adapter la demonstration aux nouvel- 
les hypotheses. 
Notons I~,,~=(gr)~o h, et soit Z,,i le champ de vecteurs associe d II,,~ Toute courbe yj 
contenue dans le bord de Co (done de Do) est 2x/5-presque tangente au champ (I-j)Z,,; en 
particulier l’indice des zeros contenus dans 08 de chacun des champs Z,,i est &gal i x(S) # 0. 
On peut reproduire alors la demonstration du thioreme A pour deux diffeomorphismes, 
en remarquant les deux points suivants: 
(i) toute courbe Y,,~ portee par I’orbite pour gr d’un point fixe de hr,i est disjointe du bord 
de Do, et reste a une distance superieure a une constante rI > 0 de ce bord; 
(ii) si deux courbes yI,t, yl,* incluses dans Do sont homotopes dans S, (et non homotopes 
a zero) alors ou bien elles bordent une couronne dans Do, ou bien il existe deux 
courbes y1 et y2 dans le bord de Do telles que y1,2 et yI bordent une couronne dans 
Do, et yr,r et y2 de meme. 
On notera done Cp l’union des couronnes, incluses dans Do, bordees par les courbes yl,i et 
par les composantes connexes du bord de Do. On conclut alors facilement le lemme 5. 
6. La jibration triviale S x Tk+S 
Notons 9 le feuilletage defini par la fibration trivilale S x T’+S. La section nulle, de S 
dans S x T’, fait de S une transversale complete du feuilletage 9. 
Soit 3 un feuilletage de S x T’, transverse a tous les facteurs S x (x}; XE Tk. La 
projection canonique q: S x T ‘+Tk fait de chaque feuille de Y un revetement de T’. 
A tout y E n,(T’) est associt, par relevement de y sur les feuilles de Y, un diffeomor- 
phisme tiy de S (identifit a la section nulle). Soit yr, . . . , ‘/h une base de lr,(T’) 1 Zk; alors 
&,9 * . * 9 tiy, sont k diffeomorphismes commutants de S. On voit facilement que les feuilles 
compactes de 3, sur lesquelles la projection q induit par restriction un diffeomorphisme 
sur Tk, sont en bijection naturelle avec les points fixes communs aux diffeomorphismes 
$7,. * * - 9 $7,. 
Enfin, si Y est Cl-proche de 9 (au sens de la Cl-topologie d’Epstein [4]) les diffeomor- 
phismes tiyi seront C’-proches de l’identiti. 
En corollaire du theorime A, on obtient done. 
TH~OR~ME A’. Soit S une surface fermte de caractiristique 8Euler non nulle. Soit 9 le 
feuilletage d@ini par lajibration triviale S x Tk 4, kE N*. Alors toutfeuilletage C’-proche de 
.?F posstide une feuille compacte proche d’une jbre. 
Note. Dans un travail en preparation, SebastiHo Firmo et l’auteur ont generalise le 
thtortme A’ aux fibrations en tores Tk au-dessus dune surface fermte S, x(S) # 0, telles que 
l’action naturelle du groupe fondamental de la base n,(S) sur le premier groupe d’homologie 
H,(T’, W) de la fibre soit triviale (une telle fibration est toujours isomorphe au produit dune 
fibration en cercles (non triviale) au dessus de S par T Ire ‘) Dans ce cas la difficulti provient . 
de l’absence de section globale de la fibration. 
DIFFEOMORPHISMES COMMUTANTS DES SURFACES 111 
$2. FIBRATIONS EN TORES INSTABLES 
Cette partie montre que certaines fibrations (tres simples) de fibre le tore T’, de base une 
surface S orient&e de caractiristique d’Euler non nulle, sont instables au sens suivant. 
11 existe une famille de feuilletages {Ftl}len, continue pour la topologie C”, telle que 9, 
soit dlfini par la fibration et que, pour tout t#O, 9, n’ait aucune feuille compacte. 
7. G&kraIitCs sur les jibrations en tores. notations 
On note S une surface orient&e de caracteristique d’Euler x(S) non nulle. 
Toute fibration T2 G M+S determine naturellement une action lineaire (a droite) du 
groupe fondamental ni(S) sur l’homologie Hi(F, Z) de la fibre, c’est a dire une re- 
presentation contravariante p: x,(S)+GL(2, Z); on a p(yIy2)=p(y2)op(y1). 
Toutes les fibrations que nous allons considerer possedent une section globale. Deux 
telles fibrations sont isomorphes i elles determinent la m&me representation de n,(S) dans 
GL(2, Z): deux representations conjuguees au but donnent des fib& isomorphes. De mime, 
si l’on compose une representation par un automorphisme de xi(S), on obtient un fibrt 
isomorphe. 
Nous allons voir a present la construction dune telle fibration a partir dune reprbenta- 
tion p: a,(S)+GL(2, Z). Cette construction est classique mais il est important, pour 
comprendre la suite, de l’avoir bien a l’esprit. 
(a) RevCtement assock! d une reprhentation. Soit p : n,(S)+GL(2, Z) une representation 
contravariante. Notons K: s-4 le revetement de S associe a la representation p (il est 
obtenu par quotient du revttement universe1 par le noyau de p): c’est un revetement 
galoisien. 
Rappelons que le groupe fondamental xi(S) agit sur Spar relivement des chemins; a 
tout y E n,(S) on associe ainsi un automorphisme qr du revetement; l’application y+qe est 
un homorphisme surjectif de n,(S) dans Auf(n): (py,yZ =qyr 0 qY2. Deux elements yi, y2 E n,(S) 
dtfinissent le m&me automorphisme si et seulement si ils ont mCme image par p. 
Enfin, &ant don& y,, y, ES dans la meme fibre du redtement, [c’est a dire: n(yJ 
= n(y2)] il existe un unique automorphisme (pu tel que cp,(yJ = y,. En particulier, au couple 
(yi, y2) est associi sans ambiguite l’eliment p(y) E GL(2, Z). 
(b) Lajibration trioiale s x T2-rS. Le tore Tz est le quotient de R2 par Z2. 11 en h&rite les 
coordonntes canoniques que nous noterons (x, y). Alors a/ax et a/ay dtfinissent deux 
champs de vecteurs commutants ur T2. 
Soit sx F-+$la fibration triviale de fibre T2 [la base Sa CtC definie en (a)]. Les champs 
de vecteurs d/ax et a/ay de T2 dtfinissent sur sx rZ des champs de vecteurs tangents aux 
fibres (ce que l’on appellera “champs verticaux”) que l’on notera encore a/ax et d/dy. Bien 
stir a/ax et afay commutent. 
On appellera feuilletage horizontal de $x T2 le feuilletage dont les feuilles sont les 
$x {p>, PE P. La section nulle est l’application de 9 dans sx Tz qui a ael? associe 
(a, O)E~X T2. 
Le groupe fondamental a,(S) agit (a gauche) sur gx T2 par automorphisme de la 
fibration, de deux man&es differentes: 
-pour tout yin,, on note ar=~? x id: fx T2+fx p. 
-on rapelle que tout element de GL(2, Z) d&nit un diffeomorphisme de TL. Pour tout 
yea,(S) on note py=(pYxp(y)-i: Sx F-&x T2. 
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Les diffkomorphismes 4, et py prkervent la fibration, le feuilletage horizontal et la section 
nulle. 
(c) Fibration associPe ci la reprksentation p. Notons p,,(S)= {p7}YEn,(S,; c’est un groupe 
d’automorphismes de la fibration triviale sx T’+f? 
Le quotient gx T2/p,,cs, est une varikt6 diffkrentiable compacte M,, et la projection 
sx T’+Spasse au quotient sur M, en une fibrationf,: M,+S de fibre le tore T2. La section 
nulle de $x T2 passe au quotient en une section globale de la fibrationf, (appelke lle aussi 
section nulle), et le feuilletage horizontal de sx T2 dkfinit sur M, un feuilletage transverse 
aux fibres (appeli feuilletage horizontal). 
On vtrifie facilement que l’action naturelle de x,(S) sur le premier groupe d’homologie 
de la fibre H1(T2, Z) est celle don&e par la reprtsentation p. 
8. D2formations d’une Jibration fp 
(a) Construction d’une diformation .!3$ (X, r). Soient X et Y deux champs de vecteurs ur 
g On note x et yles champ de vecteurs ur gx T2, tangents au feuilletage horizontal, et qui 
se projettent sur X et Y. 
Le champs de plans sur 9x T2 dirigC par les champs de vecteurs a/ax + 2 et ?/ay + F 
passe au quotient en un champ de plans sur M, s’il est invariant par Tp,,, yen,(S), oti T 
reprksente l’application tangente. Voyons quelle condition cela impose sur X et Y. 
Pour tout espace vectoriel k’, GL(2, Z) agit naturellement sur le produit Vx V par: 
Pour cette action, GL(2, Z) agit sur les couples de champs de vecteurs. 
On vtrifie facilement que pour tout y EX,(S) on a: 
(oti ‘[&)] est la transposke de p(v)). 
On en dkduit facilement le lemme suivant. 
LEMME 8.1. Soient X et Y deux champs de vecteurs sur f. Alors le champ de plans sur 
f?x T2 dirig& par dJdx et 8et a/dy+ 7 passe au quotient en un champ de plans sur M, si et 
seulement s ils vkrijent la condition (1) suivante: 
VY E %(S)9 ‘cP(Y)l- l(“y)=( :g* (1) 
Soient X et Y deux champs de vecteurs sur 5 vkifiant la condition (l), et cornmutants. 
Alors les champs de vecteurs 8, d/ax, Pet a/ay commutent deux g deux. Done, pour tout 
t c R, le champ de plans sur sx T2 dirigt par les vecteurs a/ax + t-f, a/dy + t F definit un 
feuilletage 3, (X, Y) qui passe au quotient sur M, en un feuilletage que I’on notera 9, (X, Y). 
On voit facilement que cette famille dkpend continuement de t pour la topologie C” (si X et 
Y sont de classe Cm) et que .?F,,(X, Y) est le feuilletage dtfini par la fibration f,. 
(b) Feuilles compactes, proches d’unejbre, de 9,( X, Y). Soient X et Y deux champs de 
vecteurs cornmutants de s, et vkifiant la relation (1). 
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Comme Sn’est pas compacte, la donnee de X et Y ne definit pas sur Sune action de IW’, 
mais seulement une action locale. Nous appellerons orbite d’un point x pour cette action 
locale, l’ensemble des points de Sque l’on peut joindre a x par un chemin obtenu en mettant 
bout-&bout un nombre fini de segments, chacun de ces segments &ant contenu dans une 
orbite du flot (local) d’un champ aX + p Y, (a, /I) E Iw’. 
Soit ‘py un automorphisme de revetement 7~: S ‘-+S. En utilisant la relation (l), on verifie 
facilement que l’image par qyr d’une orbite de l’action locale de [wz engendree par X et Y, est 
egalement une orbite de cette action locale. On en deduit que ces orbites se projettent par IC 
en une partition de S. 
On montre facilement le lemme suivant. 
LEMME 8.2. Acec les notations ci-dessus, pour tout t#O, chaque feuille du feuilletage 
4,(X, Y) de sx T2 se projette sur gsur exactement une orbite de l’action locale de R2 sur 5 
dejinie par les champs de vecteurs X et Y. 
Supposons que les champs X et Y aient un zero commun xog Soit y=x(.x)~ .? Alors, 
pour tout t E R, la fibre& ‘(y) est une feuille compacte de Pt((x, Y). 
Reciproquement: 
PROPOSITION 8.3. Si X et Y sont deux champs de vecteurs commutants sur 9, cPrijiant (1) et 
n’ayant aucun zero commun, alors, pour tout t #O assez petit, le feuilletage 9,(X, Y) sera sans 
feuille compacte proche dune fibre. 
Dtmonstration de la proposition. Supposons (par l’absurde) qu’il existe une suite { tnjnEN, 
t.#O, lim,,, t, = 0, telle que R,“(X, Y) posside une feuille compacte L,, proche d’une fibre. 
Quitte a prendre une sous-suite, on peut supposer que les L, convergent vers une fibre 
f,- ‘(4. 
Done les projectionsfp(Ln) ont un diametre qui tend vers 0, et elles convergent vers le 
point x E S. En utilisant le fait que f,(L,) est la projection par 7c d’une orbite de faction locale 
dtfinie par les champs X et Y, on montre facilement que tout point de n-‘(x) est un zero 
commun a X et a Y ce qui est contraire a l’hypothese de la proposition. 
A present nous allons choisir une representation p, de telle facon qu’il existe deux 
champs de vecteurs X et Y commutants, et vtrifiant la condition (1) sur le revetement 
x: $+S difini par p. 
9. Choix de lafibration 
Fixons AE GL(2, Z), ayant deux valeurs propres reelles positives i. et l/i., i.o]O, I[. 
Choisissons une representation p: n,(S)+GL(Z, Z), dont l’image soit le sous-groupe de 
GL(2, Z) engendre par A (deux telles representations ont conjuguees par un diffeo- 
morphisme de S). 
On note f: M+S la fibrationf, construite au 8) a partir de la representation p choisie ci- 
dessus. 
La suite de ce paragraphe prtsente une facon simple de visualiser cette fibration. 
Soit b une courbe simple fermee telle que, pour tout y E nr(S), on ait p(y) = A y ‘“, oti 7. b est 
le nombre d’intersection des classes d’homologie de y et de b (l’existence de b est facile a 
verifier); en particulier p(b)=id. On note a une courbe simple fermie coupant b trans- 
versalement et en un seul point, son nombre d’intersection avec b Ctant tgal a 1 (voir Fig. 5). 
Coupons S le long de b, et notons S, la surface compacte a bord ainsi obtenue; son bord 
est forme de deux courbes b, et b-, la courbe a entrant par b, et sortant par b_ (voir 
Fig. 6). 
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Fig. 5 
Fig. 6 
Remarquons que Sb est un domaine fondamental du revetement K: s-4 associt a la 
representation p. 
On considire la fibration triviale, S, x p-C&, et on recolle S, x Tz le long des deux 
composantes de son bord, par Id x A: b- x F+b+ x T*. On voit facilement que la fibration 
de base S et de fibre T* ainsi construite est la fibration& M-4. 
10. DPformations de Ia jibration f 
Notons (p=(p. l’automorphisme du revetement n: f+S associi au lacet (I difini au 
paragraphe 9). 
Soient X et Y deux champs de vecteurs sur g la condition (1) du lemme 8.1 est 
tquivalente a la condition (2) suivante (voir Fig. 7). 
#A.( z)=( ;). (2) 
Soit P E GL(2, R) une application lintaire bijective envoyant la base canonique de R* sur 
une base de vecteurs propres de ‘A, pour les valeurs propres 1 et l/k 
Soient X et Y deux champs de vecteurs sur $; notons U et V les champs de vecteurs 
d&finis par 
(“Y>=p( “y). 
Alors X et Y commutent si et seulement si U et V commutent, X et Y ont un zero 
commun si et seulement si U et V ont un zero commun, et enfin X et Y verifient la relation 
(2) si et seulement si U et V vtrifient la relation (3) suivante (voir Fig. 8): 
I 
1 Tp(U)=U 
l/n Tp( v) = I’. (3) 
Nous allons a present construire deux champs de vecteurs U et V sur g, cornmutants, 
sans point fixe commun, et vkifiant la relation (3). 
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Fig. 7 
Fig. 8 
11. Remarques sur f’existence des champs (I et V 
Si U et V sont deux champs de vecteurs ur ~verifiant la relation (3), alors les champs de 
droites (singuliers) qu’ils dtfinissent sur s sont invariants par les automorphismes du 
rev&tement K: s-4, et passent done au quotient en deux champs de droites D, et D, sur S. 
Pour chacun de ces champs de droites, la somme des indices de ses singularitts est Cgal a la 
caracttristique d’Euler x(S)#O: chacun de ces champs posslde done des singularites. 
Supposons de plus que U et V commutent. Alors, si x est un zero de U, toute son orbite 
par Vest formee de zeros de V. Cette orbite se projette sur S en une feuille du feuilletage 
dirige par Dy formie de singularites de D,. Si cette feuille posside une singularite du champ 
Dy dans son adherence, cette singularite est la projection dun zero commun a U et V. 
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D’apres le theoreme de Denjoy-Schwartz, les compacts minimaux invariants d’un 
champ de vecteurs de classe C2 d’une surface compacte sont ou bien un point fixe, ou bien 
une orbite fermee (il en est de mCme pour un champ de droites oriente). 
Des deux remarques ci-dessus, on deduit facilement la propriett suivante: soit U et V 
deux champs de vecteurs de classe C2 de s, commutants, verifiant (3), et sans point fixe 
commun; soit x un point fixe de U; alors la projection sur S de l’orbite de x pour V 
s’accumule sur une feuille fermee de D, form&e de singularites de D,. 
Je laisse au lecteur le soin de prouver la proposition suivante. 
PROPOSITION Il. Soient X et Y deux champs de vecteurs commutants, de classe C”, sur 
une surface compacte. Soit K un compact isole de ztros de X, ne contenant aucun z&o de Z. 
Alors l’indice de K (comme indice de compact isole de zeros de X) est nul. 
Cette proposition se montre facilement lorsque K est une orbite fermee reguliere de Y 
form&e de zeros de X. Dans le cas general, on se ram&e au cas ci-dessus en regardant le 
champ X + EY oli s2 est une valeur reguliere proche de zero de la fonction 11 X )I */[I YII ‘, 
obtenue grace au theoreme de Sard. 
Pour construire les champs de U et V, il faut d’abord comprendre pourquoi cette 
proposition ne peut pas s’appliquer aux champs de droites Dv et D,: le paragraphe 12 
construit les champs de vecteurs U et V au dessus dun voisinage tubulaire d’une orbite 
fermee de Dy formee de singularites de Dv, de facon que l’indice des singularitis de Dv 
contenues dans ce voisinage soit non nul. 
12. Les champs U et V au-dessus d’une couronne 
Soit X(t) = g(x) d/ax un champ de vecteurs de classe C” defini sur R, n’ayant qu’un seul 
point fixe, OE R, qui est contractant. On suppose que X est Cm-plat en 0, c’est a dire que 
toutes les d&iv&es de g en 0 sont nulles. On suppose de plus que g est bornee. 
Pour tout t E R, on note X, le flot de X a l’instant t: c’est un diffeomorphisme de classe 
C”, Cm-tangent a l’identiti en 0. 
On considire la bande [0, l] x R munie des coordonnees (x, s). Soient v’ et U les champs 
de vecteurs definis sur [0, l] x Iw par: 
0(x, s)=g(x) ;+; 
U(x, s) = ASO(x, s), oti 1~10, l[ est valeur propre de A. 
Le champ de U est de classe C”, non nul, transverse a (11 x [w (entrant), et virifie: 
U(x, s+ l)=/.U(x, s). De plus, en tout point, (U, a/ax) forme une base. 
Notons 0, et U, les flots locaux des champs de vecteurs v’ et U. 11s ont memes orbites. 
De plus, ils prtservent le feuilletage de [0, l] x R dirigi par d/as. Remarquons que (0) x Iw 
est une orbite du champ, U, et que, pour tout (x, s)E]O, l] x R, l’orbite de U passant par 
(x, s) rencontre {l} x 58 en un et un seul point. Autrement dit (x, s) s’icrit de facon 
unique (x, s)= U,(l, s’). 
On en dtduit facilement que, pour tout t 20, pour tout (x, S)E [0, l] x R, le 
point (X,(x), s+ t) est sur l’orbite de U passant par (x, s). Notons r E [0, + x] tel que 
U,(x, s) - (X,(x), s + t); l’application tangente T U, est definie par: 
( TU,( U(x, s) ) = U(X,(x), s + r) 
\ TU,( g)=x;(x)-&, Oti x&x,. 
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LEMME 12.1. Soit u un champ de vecteurs tangent ci la bande [0, l] x R, dejni sur { I} x [w, 
de classe C” et verijiant 
Alors: 
(i) il existe un unique champ de vecteurs V de classe C” dejini sur [0, l] x R, commutant 
avec le champ U defmi ci-dessus, et coi’ncidant avec v sur (11 x R; 
(ii) de plus V &rife: V(x, s+ l)= l/E. V(x, s), (x, S)E [0, l] x R; 
(iii) le champ V se prolonge par continuite en un chump dejini sur [0, l] x 54, nul sur 
(0) -P R; de plus Vest de classe C” sur [0, l] x R et toutes ses derivees sont nulles en tout point 
de (0) x Iw. 
Demonstration. (i) Le champ Vest defini sur [0, l] x R! par: 
V(U,(l, s))= TU,(v(l, s)), pour tous t>O, sEIR tels que 
U, (1, s) soit defini. 
(ii) en tout point (x, s), ecrivons le vecteur V(x, s) dans la base U, d/ax: 
a 
V(x, s) = a(x, s) U(x, s) + /!?(x, s) - ax 
v(l,s)=a(l,s)U(x,s)+B(1,s)-&. 
D’apres le calcul de l’application tangente TU,, pour tout ~30 on a: 
W,(l), s+t)=a(l, s)- Wf,(l), 4+/V, s)X;(l)-$ 
Or, par hypothese, on a: 
done a(1, s+ l)= l/1’ a(1, s) et p(1, s+ l)= l/1 /?(l, s). 
On en deduit que, pour tout (x, s)E]O, l[ x IF!, on a: 
V(x, s+ l)=f V(x, s). 
(iii) D’apres (ii) on 
UAx, s)=(X,(x, s+ 1) 
a: V(X,(x), s)=LV(X,(x), s + 1). On a vu qu’il existe r tel que 
et, comme CJ et V commutent, TU,(V(x, s))= V(X,(x), s+ 1). 
D’apres le calcul de TU, et l’expression de V dans la base (U, a/ax), on a done: 
VW,(x), s+ 1)=4x, s)WAx), s+ l)+B(x, WI(x) -& 
= W, sW(Xl(x), 4 + Bb, 4X; (4 L 
On en dtduit: 
1 a(X,(x), s) = L2a(x, s) P(X,W, 4=~x;(x)B(x, 4. 
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Par hypothese i. ~10, l[, X;(O)= 1, et X, est un diffeomorphisme contractant de R, 
ayant comme seul point fixe 0. On en dtduit que a et /I se prolongent continuement par 
zero sur (0) x R. 
Montrons par recurrence que, pour tout rt~ N, les derivtes n ieme a(“’ et /?(“) se 
prolongent continuement par 0 sur (0) x R: on vient de le voir pour n=O. 
Supposons que toutes les derivees a?, /?(‘), i < n - 1, se prolongent continuement par zero 
sur (0) x W. 
On montre facilement qu a (“) et j3(“) sont de la forme suivante: 1 a(“W 1 (x),4 = b.  2 txltx) a%, 4 )” + 4-x, 4 
a(")(X,(x), s) = A 
Pk 4 
(x;(x))“-l +-A-~~ 4 
od 6 et y sont des fonctions continues dtfinies sur [0, l] x R et nulles sur {O} x R (on utilise 
pour cela que X1 est P-tangent a l’identite en 0). 
Choisissons PE]~., l[; pour x assez petit on a: 
A2 
-~lQ~uC et 
11 
(x;(x)) (x;(x))"-l En PC. 
On a alors les inCga1itC.s suivantes: 
Ia(“)(X,(x) s)l < plat”‘(x s)l + 18(x s)l 
IF"'V Ax): ;,I w’“‘(x: $l+l7(x: $1. 
En it&rant par X1 ces intgalites, on en dtduit que, pour tout k E N, 
k-l 
Ia0))txktx)7 $1 < pkb’“)tx, s)l + G pk -i- ’ 16tx,(x), $1 
k-l 
l!+n!xk(x,, $1 < pk#“)tx, s)l +  c pk - i- ‘I’i(xi(x), di* 
Remarque. Notons A(x, s) = sup S(_v, s) et l-(x, s) = sup y(y, s). Ce sont des fonctions 
WIO. xl Yelo. xl 
continues sur [O, I] x R et nulles sur (0) x R. De plus 
et 
k-l 
1 /.ik-'-'IG(Xi(x), s)l cA(x, s)& 
0 
k-l 
7 pk-‘-‘MXAx), s)l~wG s$-+. 
A I’aide des inegalitts ci-dessous et de la remarque, on montre facilement que les 
fonctions a(“) et /I@‘) se prolongent continuement par 0 sur (0) x R, ce qui achive la preuve du 
lemme 12.1. 
COROLLAIRE 12.2. Soient u et v deux champs de vecteurs commutants de classe C”, dejnis 
sur un uoisinage du bord de [ - 1, l] x W. 
On suppose que u est non nul et est transverse au bord, et que l’on air: u(x, s + 1) = i.u(x, s) et 
v(x, s + 1) = l/i. u(x, s). 
Alors il existe deux champs de vecteurs U et V, dejinis sur [ - 1, I] x R, commutants, de 
classe C”, coiircidant avec u et v au voisinage du bord, tels que U n’ait aucune singularire 
sur [ - 1, l] x R et que Pon ait: U(x, s+ I)= i.U(x, s) et V(x, s + l)= l/I. V(x, s), (x, s) E 
c-1, I] x 02. 
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DPmonstration. (i) Supposons que u soit “entrant dans [ - 1, I] x Iw “sur chaque com- 
posante du bord. Alors on construit facilement un champ U de classe C” sur [ - 1, I] + R 
et virifiant toutes les propriltes suivantes (voir Fig. 9). 
U coincide avec u au voisinage du bord; 
U est transverse a toutes les droites {x} x R; 
au voisinage de (0) x R, V(x, s) = P(g(x)a/ax + a/a s oti g est la fonction introduite au ) 
debut du paragraphe 12. 
Le lemme 12.1 prouve alors l’existence du champ V, de classe C”, sur - 1,O x IR et sur 
[0, l] x [w; les deux expressions de Vainsi obtenues ur (0) x R sont nulles et sont P-plates 
en tout point de {0} x Iw: elles se recollent done en un champ Vde classe C” sur [ - 1, I] x R. 
(ii) Si u est sortant, on se ram&e au cas precedent en considerant -u. 
(iii) Supposons que u est entrant sur {I} x Iw et sortant sur ( - 1} x [w. Notons u,, le 
champ de vecteurs defini au voisinage de { - 1, 0, l> x [w, coi’ncidant avec u au voisinage de 
{ - 1, l} x Iw et igal a Pa/ax au voisinage de (0) x Iw. Alors u,(x, s+ 1)=&(x, s), et u,, est 
entrant dans la bande [0, l] x Iw et sortant de la bande [ - 1, 0] x Iw. 
Notons ue le champ de vecteurs difini au voisinage de ( - 1, 0, I} x R coi’ncidant avec u 
au voisinage de { - 1, 1} x Iw et &gal a (l/1)” a/ax au voisinage de (0) x !R. Alors u,, commute 
avec u,,, et u,(x, s + 1) = l/1 ue(x, s). I1 suffit d’appliquer (i) et (ii) aux champs u0 et u,, pour les 
bandes[O, l]xIWet[-l,O]xlR. 
(i) (ii 1 (iii) 
Le chomp de vecteurs U 
Fig. 9 
Remarque. Si, dans le corollaire 1.2, on remplace l’hypothese “u non nul et transverse au 
bard” par “u non nul et transvere au bard”, alors le corollaire reste valide en remplacant 
“U sans singular-it&s sur [ - i, l] x [w” par “Y sans singularites ur [- 1, l] x W. I1 suffit 
pour cela de voir que le changement de coordonnees “s+ -s” (qui change a/as en I?/&) 
&change les relations virifiees par U et par V. 
Soit b la courbe simple fermie sur S definie au paragraphe 9, et soit c une courbe simple 
fermee sur S telle que son nombre d’intersection avec la courbe b soit tgal a 1; alors 
l’automorphisme qc du revCtement n: s-4 est &gal a cp. Notons C un voisinage tubulaire 
de la courbe c; c’est une couronne diffeomorphe a [- 1, l] x S’. 
Alors n-‘(C) est une bande diffeomorphe a [ - 1, l] x Iw, et I’on peut choisir des 
coordonnees (x, s) sur a-‘(C) de faGon que l’on ait: cp(x, s)=(x, s+ 1). 
On dkduit immkdiatement du corollaire 12.2 le corollaire suivant. 
120 Christian Bonatti 
COROLLAIRE 12.3. Atlec les notations ci-dessus, soient u et u deux champs de vecteurs 
dejinis sur un ooisinage du bord de n- ‘(C), commutants, et tels que iTq$u) = u et l/1 TV(O) = c 
[relation (3)]. On suppose de plus que u (resp. u) est non nul et transverse au bord. Alors il existe 
des champs de vecteurs U et V dejinis sur X-‘(C) commutants, vtrifant la relation (3), 
coiiicidant avec u et v au voisinage du bord de z-‘(c), et tels que U (resp. V) soit suns 
singularices sur x - ‘(c). 
Remarque. Avec les notations du corollaire, notons D, et D, les champs de droites 
singuliers sur S d&finis au voisinage de la couronne C a partir de U et V (voir le paragraphe 
11). Alors D, est non singulier, et est transverse au bord dC; de plus D, peut itre choisi 
arbitrairement sur le bord dC: I’indice des singularitls de D, contenues dans C peut done, 
lui aussi, Ctre choisi arbitrairement. En particulier, la proposition 11 ne peut pas s’appliquer 
aux champs de droites DU et Dy. 
13. Construction des champs de vecteurs U et V 
On rapelle que S est une surface orientee de genre g, et que b est une courbe fermee telle 
que pour tout YEWS on ait: p(y)= Ay.b oti y * b est le nombre d’intersection de 7 
avec b. 
On trouve alors facilement g+ 1 courbes simples disjointes, a,, al,. . . , a,, de facon que 
l’on ait les proprietls suivantes (voir Fig. 10): 
(i) pour tout i 2 2, ai est disjointe de b; 
(ii) a, et a, rencontrent b transversalement e en un seul poin t, et leur nombre d’inter- 
section avec b est igal a 1; 
(iii) Dtcoupons S suivant les courbes a,, . . . , ag: on obtient une varieti compacte a bord 
ayant deux composantes connexes S+ et S-, chacune diffeomorphe au disque privt de g 
disques ouverts. L’intersection de b avec SC et S- est un segment note b+ou b- (voir 
Fig. 11). 
Fig. 10 
Fig. 11 
On choisit alors g- 1 courbes fermees, simples, disjointes, c2, . . . , c,, sur S ayant les 
propriitts suivantes (voir Fig. 12): 
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(i) pourtoutiE(2,. . . ,g-l},CiCOllpeaietUi+, transversalement e en un seul point; 
pour tout i# {i, i+ 1}, ci est disjointe de a,; enfin Ci est disjointe de b; 
(ii) cg coupe a, et a2 transversalement et en un seul point, et coupe b+ et b- 
transversalement, en un seul point et suivant des orientations contraires; 
(iii) Notons CT et c,: les intersections de ci avec S+ et S-. Dkcoupons S+ (resp. S-) 
suivant les segments cz (resp. c;): on obtient ainsi deux surfaces i bord et A coins Sz et S; 
(resp. S; et S;), homt5omorphes A la couronne [- 1, l] x S’, l’une des composantes du bord 
ktant la courbe a, ou ul. 
Fig. 12 
LEMME 13.1. I1 existe deux chumps de vecteurs u et v sur $, diifinis sur un voisinuge de 
i(Jl n-‘(“i) u(J n-‘( c) et vf?rijiunt les propri&s suviuntes: i 
i=2 
(i) E.Tq(u)= u et l/E. TV(V)= v [relation (3)]; 
(ii) u et v commutent; 
(iii) u et c sont non nuls et transverses uux courbes Al-‘(u,), in (0, . . . , g} et 7t-1(ci), 
iE(2,. . . , g>; 
(iv) u est entrant duns x-~(S~) et est sortunt de IL-~@;), v est entrant duns or-’ et est 
sorfant de ~c-l(S:). 
COROLLAIRE 13.2. I1 existe deux chumps de vecteurs commutunts, U, V, sur g, v&ifiunt la 
re/ation (3) et n’uyunt uucun z&o en commun. 
DPmonstrution du corollaire. Soit u et v des champs de vecteurs dkfinis au voisinage des 
courbes IC- ‘(ai) et X- ’ (Ci), vkrifiant les propriitks du lemme 13.1. D’aprks le corollaire 12.3, 
il existe deux champs de vecteurs U et V dkfinis sur A- ‘(S,’ ) virifiant la relation (3), 
commutants, co’incidant avec u et v prb du bord, et tels que U n’ait aucun z&o sur ~-l(Sg+): 
en effet u &ant entrant dans IL- ‘(Si), si l’on arrondit le bord de la couronne Si, le champ u 
sera transverse A l’image riciproque par II de ce bord. 
On construit de la m&me faGon U et V sur IL-~@;) et x-~(S:). On obtient ainsi deux 
champs U et V de classe C” sur s, commutants, vkifiant la relation (3) et tels que U soit 
sans z&o sur S,+ et S; et que V soit sans z&o sur S, et S:. 
Dkmonstrution du lemme. Elle se fait en quatre Ctapes. 
Iire &ape: Notons Oi,j un petit voisinage d’un point d’intersection des courbes a, et cj 
Soit Ozj une composante connexe de x-‘(Oi,J On construit facilement des champs de 
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vecteurs ti et V sur Oyj, commutants, transverses aux courbes K- ‘(ai) et n-‘(cj), et tels que U 
soit entrant dans IC-‘(Sof) et sortant de rr-‘(S;), et que V soit entrant dans n-‘(So) et 
sortant de rr-r(S:) (voir Fig. 13). 
a, a, 
Fig. 13 
Les champs U et 0 s’etendent de facon unique sur toutes les composantes connexes de 
n-‘(Oi, j), de facon qu’ils verifient la relation (3). 
2eme itape: On choisit un champ de vecteurs u, de classe C”, defini sur un voisinage des 
courbes II-‘(Ui)et II-‘( iE{O,. . . ,g},j~(2,. . . , g}, non nul et transverse a ces courbes, 
entrant dans n-‘(So+) et sortant de rr-r(S;), tel que ITc~(u)=u, et coincidant avec U au 
voisinage des intersections des courbes IL-r(ar) et des courbes rr-‘(cj). 
3eme &ape: On choisit un champ de vecteurs u, de classe C”, defini sur les courbes 
7t-‘(a,) et n-‘(Cj), non nul et transverse a ces courbes, entrant dans n-r&) et sortant de 
x- ‘(S,), tel que l/i. TV(O) = u, et coi’ncidant avec t7 au voisinage des intersections des courbes 
n-‘(ai) et des courbes x-‘(cJ. 
4eme Ctape: On prolonge u a un voisinage des courbes n-‘(ai) e.t A-~(c~), grace au flot 
local de u: ainsi u et u commutent. Le champ u ainsi obtenu est de classe C” puisqu’il 
coincide avec fi au voisinage des intersections des courbes II- ‘(a,) et a-‘(cj). 
14. Le theorPme B 
D’apres le corollaire 13.2, il existe sur Sdeux champs U et Vcommutants, verifiant (3), et 
n’ayant aucun zero commun. 
Notons X et Y les champs de vecteurs definis sur 3 par: 
(“y)=p-l(F) 
oh PEGL(~, R) a Ctt defini au paragraphe 10. 
Alors X et Y commutent, vkifient la relation (2) [et done aussi la relation (1) du 
lemme 8.1 J et n’ont aucun zero en commun. 
D’apris la proposition 8.3, il existe done une famille {9,(X, Y)}tsR de feuilletages ur M 
telle que .FO(X, Y) soit defini par la fibrationc M-rS, et que pour tout t #O, 9,(X, Y) soit 
sans feuille compacte: la fibre p est done Cm-instable. 
THBOR~ME B. Soit S une surface compacte orientke de genre g > 1. I1 existe unejbration de 
jibre le tore T2, de base B, et il existe une famille (F,}toR de feuilletages, continue pour la 
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topologie C”, telle que 3,, soit d&i par la jibration, et que pour tout t # 0, 9, ne posside 
aucune feuille compacte: en particulier la jibre T2 est Cm-instable. 
DPmonstration. 11 reste juste a montrer que, pour t #O, .‘Ft(X, Y) ne posstde aucune 
feuille compacte [on a deja vu que 9JX, Y) est sans feuille compacte proche dune fibre]. 
D’aprls le lemme 8.2, la projection par f sur S d’une feuille de 9,(X, Y), t #O, est 
exactement la projection pour IL sur S d’une orbite de l’action locale de [w2 sur SdCfinie par 
les champs X, Y, ou (ce qui revient au m@me) par les champs U et V. 
Par construction, les orbites de I’action locale de [w2 (definie par U et V) qui ont une 
projection sur S compacte sont du type suivant: une orbite du champ U (resp. V) form&e de 
zeros de V (resp. de V) et dont la projection est une courbe simple fermee dont le nombre 
d’intersection avec b est + 1. 
On conclut facilement la demonstration du theorime B grace au lemme suivant. 
LEMME 14.1. Soit c une courbe simple fermPe sur S, dont le nombre d’intersection acec b 
soit &gal ri 1. On suppose que n-‘(c) soit une orbite de lJ formee de zeros de V. Alors toute 
feuille de LF~(X, Y), t # 0, contenue dans f - '(c), est dense dans f - '(c). 
DPmonstration. Le flot du champ U n’est pas complet: l’orbite dun point XEK-‘(c) 
parcourt K-‘(C) en un intervalle de temps du type ] -co, a(x)[. 
Les champs de vecteurs X et Y sont definis sur rr- ‘(c) par: (t)=P-‘( :),puisque V 
est nul sur R-‘(C). Done il existe CIE R* et BE I%* tels que X = aU et Y=/W sur n-‘(c). Un 
calcul simple de la matrice P montre que a/B est irrationnel. 
Pour tout t E R, les temps t des flots locaux de X et de Y sont les temps tct et t/3 du flot 
de U. Ces temps sont en rapport irrationnel. On en dtduit que, pour tout t # 0, pour tout 
x E rt- l(c), l’orbite de ?c par le pseudogroupe de diffeomorphismes locaux de Iw, engendrt par 
les temps t des flots de X et de Y, est dense dans R. 
Regardons le feuilletage 3,(X, Y), (dtfini sur sx T2) restreint a n-‘(c) x p. 11 est difini 
par le champ de plans dirigt par les champs de vecteurs a/ax + t_f et a/ay + t F (voir le 
paragraphe 8). 
Aux coordonnies (x, y) sur T2 est naturellement associt une base (rx, y,,) du groupe 
fondamental rrl( T’). 
On voit facilement que l’application de premier retour du feuilletage $,(X, Y) le long de 
yx (resp. 7,) sur la section nulle II-‘(C) x (01, est &gale au temps t du flot local de X (resp. Y). 
De ce qui precede, on dtduit que l’intersection de toute feuille st(X, Y), t ~0, contenue dans 
R- ‘(c) x p, avec la section nulle z-‘(c) x {0}, est dense dans II-‘(C) x (0): une telle feuille est 
done dense dans z-‘(c) x T2. 
Ceci conclut la demonstration du lemme 14.1, puisque 9,(X, Y) est obtenu par passage 
au quotient du feuilletage &,(X, Y). 
Remarque 14.2. On voit facilement que, pour t#O, toutes les feuilles de F’,(X, Y) sont 
des plans ou des cylindres. 
$3. CONCLUSIONS, QUESTIONS OUVERTES 
15. Sur I’existence d’un “indice” type Fuller pour fesfibrutions en tores 
L’idee de Fuller pour les fibrations de fibre le cercle S’ (orienti) Ctait la suivante: on 
choisit un feuilletage proche de la fibration, n’ayant qu’un nombre fini de feuilles compactes 
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proches dune fibre. L’holonomie de chacune de ces feuilles posdde un point fixe isole. 
Faisons la somme des indices des points fixes des holonomies de ces feuilles compactes: c’est 
l’indice de Fuller de la fibration (la difficult6 est de montrer que ce nombre ne depend pas du 
feuilletage, choisi proche de la frbration). On montre alors facilement que cet indice est igal 
a la caracteristique d’Euler de la base. 
Un tel indice, se calculant au voisinage des feuilles compactes proches d’une fibre d’un 
feuilletage proche de la fibration, ne semble pas pouvoir exister pour les fibrations de fibre le 
tore T*. 
PROPOSITION 15.1. Soit S une surface compacte orientee de genre g> 1. I1 existe un 
feuilletage $9, C”-proche de la$bration triviale S x T’ +S, et un feuilletage 9, Cm-proche de 
lafibration f: M-+S construite au paragraphe 8, ayant les proprietes suivantes: 
(i) lefeuilletage 9 (resp. 3) ne possede qu’une seule feuille compacte proche d’unefibre; on 
la note F (resp. G); 
(ii) il existe un voisinage ar de la feuille F et un voisinage oo de G, et il existe un 
diffiomorphisme de or sur aG qui conjugue les restrictions des feuilletages B et 9 d ap et cc. 
Dkmonstration. La proposition se montre tres facilement; on se contente de donner 
quelques indications: 
pour construire le feuilletage 9, il suffit de se donner deux diffeomorphismes commu- 
tants, Cm-proches de l’identite, de S; 
pour construire 9, il faut construire des champs de vecteurs cornmutants U et V sur g, 
verifiant (3). On choisit Y=O, et lJ tel que l’ensemble des singularitb de U soit n-‘(x,), 
x0 ES, chacune de ces singular&- est d’indice x(S). Alors 9 =9,(X, Y), t > 0 petit, 
(;)=p-l( “y); 
soit x E II- l(xe). Projetons par n, le champ de vecteurs V (au voisinage de x) sur S; il est 
facile de construire un champ de vecteurs U0 sur S coincidant avec n,(V) au voisinage de x,,, 
et n’ayant pas d’autre singulariti que x0. Posons(:I)=Pwl( Li&):lesditTeomorphismes 
de S dtfinissant Q seront Cgaux au temps t des flots de X0 et Y,. 
D’apres la proposition 15.1, s’il existait un indice type Fuller (se calculant au voisinage 
des feuilles compactes proches dune fibre dune perturbation) pour les fibrations en tores, 
cet indice serait le mCme pour la fibration triviale S x T’+S et pourfi M+S; ceci est en 
contradiction avec le fait que la fibration triviale est stable (theoreme A’) et que la fibration f
est C”-instable (theorime B). 
16. Fibration en tores au dessus d’une surface 
Soit S une surface orient&e de genre g > 1. La partie B construit un exemple de fibration 
de fibre le tore T2, de base S, dont la fibre est Cm-instable. Cet exemple permet den 
construire de nombreux autres. 
Question 1. Pour quelles representations p: n,(S)+GL(2, Z), la fibration f, (possedant 
une section globale) aura-t-elle une fibre Cm-instable? 
L’auteur pense qu’il suffit que l’image de p contienne un element de GL(2, h) ayant deux 
valeurs propres rtelles differentes de f 1, pour que la fibre soit instable. 
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Le cas difficile semble ttre celui de la fibrationf, ou p a pour image le groupe cyclique 
engendrt par la matrice 
17. Diflkmorphismes cornmutants des surfaces 
Que devient le theoreme A si l’on supprime l’hypothbe “Cl-proche de l’identite?“. On 
rappelle que la question suivante est toujours sans riponse. 
Question 2. Deux diffeomorphismes (ou homeomorphismes) commutants, Co-proches 
de l’identite, de la sphere S2 possedent-ils un point fixe commun? 
Dans cette direction, signalons un resultat (non publil) de G. Levitt, J. C. Sikorav et de 
l’auteur: 
Soitfet g deux homiomorphismes commutants de la sphere S2, tels que g soit tgal au 
temps 1 d’un flot topologique de S2 (possedant des “flow box”, afin que l’on puisse utiliser le 
theoreme de Poincare Bendixson). Alorsfet g possedent un point periodique, de periodes 
1 ou 2, en commun. 
18. Bases de dimension plus grande que 2 
On sait trb peu de chases quant a la stabilite de la fibre d’une fibration en tores au- 
dessus dune variete de dimension strictement sup&-ieure a 2. 
On rappelle une question, naturelle depuis les resultats de Lima (voir [6]) et qui serait 
une premiere Ctape dans la resolution de ce probleme. 
Question 3. Deux champs de vecteurs commutants d’une variite compacte, de dimen- 
sion strictement superieure a 2 et de caractiristique d’Euler non nulle, possedent-ils un zero 
en commun? 
On ne sait ripondre a cette question sur aucune variCtC, pas mtme sur S4 ou sur S2 x S2. 
Voir cependant Molino et Turiel [8], qui repondent partiellement a la question 3. 
19. Autre jibre que le tore T” 
Soit p: M+B une fibration de fibre F, Bet F compactes connexes. Soit n =dim H,(F, W). 
Alors il existe une fibration q: E-r B de fibre la tore T “, et une application f de M dans E 
se projetant par q et p sur l’identite de B, et induisant par restriction a chaque fibre un 
isomorphismef, de H,(F, H)/Torsion sur H,(T”, Z) (voir [3]). 
Notons .F et Y les feuilletages dtfinis sur M et E par les fibrations p et q. Si Y’ est uri 
feuilletage Cl-proche de Q alors f- l(g) est un feuilletage C?-proche de 9, et ses feuilles 
compactes ont les images reciproques parfdes feuilles compactes de 3’. En particulier, si la 
fibre T” de la fibration q est instable, la fibre F pest aussi: 
En ce sens on peut dire que les fibrations en tores T” sont les plus stables des fibrations 
dont la fibre F vtrifie HI(F, R) = UP. 
Dans le cas od H,(F, R) = Iw (n = I), la C’-stabilitt de la fibre F de p est iquivalente a la 
C’-stabiliti de la fibre S’ de q, r 2 1 (voir Cl]). Ce n’est clairement plus le cas si n L 2: par 
exemple, si le groupe fondamental a,(F) est egal au groupe libre I deux generateurs, la 
fibration triviale S’ x F+S2 est C”-instable (voir [3], qui presente une condition simple 
pour que des fibrations se cornportent, du point de vue des Cl-deformations, comme des 
fibrations en tores). 
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